LA RETTA

Equazione della retta per due punti.
Dati due punti: Ai(x1, y1, 21) # Az(X2, V2, 22).
1. Supponiamo X1 #X2 A Y1 #Y2 A Z1#Z2

X —X - z-z
AiAs: 1 _ Y=Y _ 1 _¢
Xo=Xy Yo= Y1 2272
2. Supponiamo X1 =X2 A V1#Y2 A Z1#Z2

X =X

AlA2:y y-y,  z-2z

Yo—=¥1 25—%

3. Supponiamo X1 =X2 A Y1 =y2 A Z1#Z2

X =X,
A1Ao:

Y=y
Indichiamo con t il valore comune ai tre rapporti

XX _ YTV _Z7Z4 o

Xo=X1 Yo=YV1 22772

X =X, +t(x, —X;)
y=yi+tly2-y:1) teR
z=2z,+t(z, —2;)

che si chiamano equazioni parametriche della retta.

X1 Y 7
Si dimostra che tre punti A, A2, Az sono allineati se e solo se p| X, y, 2z, |<2
X3 Y3 Z3
Sia o un piano ed A1, Az, A3z tre suoi punti non allineati:
x y z 1
X,y oz 1
Xy Yo 2o 1
X3 y3 z3 1
e’ un’equazione lineare in x, y, z
ow:ax+by+cz+d=0cona?+b?%+c2=0.
Casi particolari:

1. a=0 Dal// X
2. a=b=0=o0a// Xy

AX,y,2z) e a < =0

Po(xo0, Yo, 2z0) e @ < ara(Xx—xo) + b(y —yo) + c(z—20) =0

In un piano cartesiano si possono distinguere due pagine. Diremo pagina positiva

di a quella che guarda la direzione positiva dell’asse zZ (Z") se taglia Z; se no, se
taglia y, sara quella che guarda y* ; se no, quella che guarda X" . Su questa

pagina positiva fissiamo, come verso positivo delle rotazioni, quello antiorario.
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Siano r ed s due rette orientate ed incidenti. Chiameremo angolo rs, l’'angolo

rs sulla pagina positiva del piano. Siano r ed s due rette orientate e sghembe e
siano 1' ed s' le rette parallele e concordi rispettivamente ad 1 ed s

AN AN
Sia r una retta orientata, chiameremo coseni direttori i tre numeri: cos Xr; cosyr;

A

coszr e numeri direttori tre numeri proporzionali ai coseni direttori.

Sia a un piano ed n la normale condotta da O ad o ed orientata in modo che la
faccia positiva di a guardi il verso positivo di n. Si dimostra che a & rappresentata
analiticamente dall’equazione detta normale:

_»/\4' /\_» _»/\4’
XCOSXN + Yy cosyn + z COSZr =p

dove \p | = d(O, o) = nell’equazione di un piano ax + by + cz + d = 0 i coefficienti
a, b, c sono proporzionali ai coseni direttori della normale al piano. Si dimostra

N N N N N AN N
che cos S = COSXr cos XS + COSyr cos ys + coszr cos zS = condizione di

perpendicolarita tra due pianiax+ by+cz+d=0 e ax+by+cz+d =0 &
aa’+bb’+cc’=0

Siano Aix ed Az le proiezioni ortogonali di A; ed Az sull’asse X.si ha:

AN AN
A1x Aox = A1A2 cosXr dove T € laretta A1A2 = X2 — X1 = 4,4, COSXT

AN
In modo analogo: y2 —y1 = 4,4, cosyr
. N,
Z2—21 = AjA, coszr
= 1inumeri X2 — X1, y2 — 1, Z2 — 21 Sono numeri direttori di r.
= nelle equazioni parametriche di t :

X=mt+a
r :qy=nt+b
z=pt+c

i numeri m, n, p sono numeri direttori perché r = P1Py, dove Pi(a, b, c) e
P>(m+a, n+b, p+c).

Sia a: ax + by + cz + d = 0 un piano e Po(Xo, Yo, Zo), si dimostra
_ |axo + by +czy +d

Va2 +b? +¢c?

d(Po, o)

x=m't+a'

Se r’:qy=n't+b' rlr < mm’+nn’ +pp’=0
z=p't+c

le equazioni della retta s // r passante per Po sono:
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X =mt+Xx,
S: qy=nt+y,
z=pt+z,
rla < a,b,csono proporzionali ad m, n e p;
r//a < am+bn+cp=0;
X =at+x,

Se s L o passante per Po = s:<y=bt+y,
z=ct+z,

Se B Lr passante per Po = B: m(x—-Xo) + n(y—yo) + p(z—20) =0
. , |lax+by+cz+d=0 . . am'+bn'+cp''=0
rr=onao’ =>r1r’'ln Arln =

a'x+b'y+c'z+d'=0 am'+b'n"+c'p'"'=0

dove m”, n” e p” sono i numeri direttori di r”.

Siano o:ax+ by +cz+d =0

e o:ax+by+cz+d’ =0

due piani che si intersecano in una retta r.

Si chiama fascio di piani la totalita dei piani che si ottengono dall’equazione:
Max+by+cz+d)+p(ax+by+cz+d)=0

al variare di A, pin Rcon A2 + p2 # 0

Si dimostra che i piani del fascio sono tutti e soli quelli che passano per r; r si

chiama asse del fascio.

Siano r ed r1 due rette complanari:
 Jax+by+cz+d=0 |ax+byy+ciz+d; =0

" {a‘x+b'y+c’z+d’:0 o {a'lx+b'1y+c'lz+d'120

il piano a al quale esse appartengono € un piano tanto del fascio di asse r, quanto

Aa+pa'=Aa; +1,a,

Ab+7pb'=A,b, +1,b;

Ac+puc'=Ac; + 1,04

del fascio di asse r; = il sistema deve ammettere

soluzioni non nulle.

Allora, le rette r ed r; sono complanari < =0
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